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ELEMENTI DI TEORIA DELLA
PROBABILITA

La TEORIA DELLA PROBABILITA' ci permette
di studiare e descrivere gli eventi aleatori .

DEFINIZIONE: un evento e aleatorio quando di esso
non si puo predire con certezza il risultato.

Esempi:

numero estratto al lotto
faccia di una moneta
presenza di un’infezione virale
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SPAZI CAMPIONARI ED EVENTI

Un esperimento € un qualsiasi processo di osservazione o
misurazione.

. 0ge
Esempi: o
o

¢ estrazione di un numero al lotto
¢ lancio di una moneta
« valutazione della presenza di un’infezione virale

Ad ogni esperimento & associato uno spazio campionario S
costituito dall'insieme dei possibili risultati.

| singoli risultati dell’esperimento sono detti elementidi S o
eventi elementari .

|sésm

E’ possibile definire un qualsiasi evento A come combinazione
di piu eventi elementari -~ EVENTO COMPOSTO

SPAZIO
CAMPIONARIO (S) EVENTO (A)
‘almeno una testa nel _
{TT, TC, CT, CC} lancio dilj:lue monete’ ={TT, TC, CT}
‘numero dispari nel _
{1,2,3,4,5,6} lancio di un dado’ ={1,3, 5}




Un evento A é un SOTTOINSIEME dello spazio campionario S:

AlS

Un evento € CERTO
mm) A=S

se comprende tutti gli elementi di S

Un evento & IMPOSSIBILE A=[]
se non comprende alcun elemento di S —

OPERAZIONI LOGICHE SUGLI
EVENTI

Dato uno spazio campionario S e degli eventi {A, B, C, ...}
in esso inclusi, & possibile definire nuovi eventi mediante
OPERAZIONI LOGICHE.




UNIONE DI EVENTI (somma logica):
AOB

Siano A e B due eventi associati ad un esperimento:
I'evento C e definito unione diA e B se comprende
tutti gli elementi che appartengono ad A oppure a B.

INTERSEZIONE DI EVENTI (prodotto logico):
AnB

Siano A e B due eventi associati ad un esperimento:
I'evento C e definito intersezione diAe B se comprende
tutti gli elementi che appartengono ad A e a B.

a®

C=AnB

S
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Esempio : nel lancio di un dado sia

A = ‘numero pari’
B = ‘numero > 4’

Si determini I'insieme unione e l'insieme intersezione. e

A={2, 4,6} B ={4,5, 6}

UNIONE > AO0B={24,5,6}
INTERSEZIONE [ > AnB={4,6}

|sésm

NEGAZIONE DI UN EVENTO: A

Dato un evento A, la sua negazione identifica un nuovo evento
A costituito da tutti gli elementi di S non appartenenti ad A.
A e detto complemento diAin S

A
Segue che:
AOA=S

Se due eventi A e B non hanno elementi in comune, essi sono detti
EVENTI DISGIUNTI o MUTUAMENTE ESCLUSIVI perché l'occorrenza
dell'uno esclude l'altro.

S

Se A e B sono mutuamente esclusivi = A N B =[]
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PROBABILITA -

\
Il concetto di probabilita ci permette ﬂ rYy S

di graduare I'ambito delle possibilita o : \I/Q
di precisare il grado di fiducia
che abbiamo nel verificarsi di un evento.

La TEORIA DELLA PROBABILITA" ci permette
di formulare delle valutazioni numeriche di probabilita e
di ricondurle alle regole del calcolo matematico.

L'interpretazione di tali valori numerici dipende dal
significato che viene attribuito al concetto di probabilita.

|sésm

CONCEZIONE CLASSICA
DELLA PROBABILITA

La probabilitd di un evento A e il rapporto tra il numero di casi
favorevoli al verificarsi di A (n) e il numero di casi possibili (N)

P(A) = %

Esempi:
« probabilita di estrarre un asso da un mazzo i
di 52 carte = 4/52 = 0.08

 probabilita di ottenere testa nel lancio
di una moneta = 1/2 = 0.5
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» Tale definizione vale se i possibili risultati sono
equi-probabili (gioco d’azzardo)

» Scarsamente applicabile in molte situazioni reali

Esempio di applicazione in medicina - Malattie genet  iche

Se entrambi i genitori sono portatori sani del gene della talassemia o
della fibrosi cistica, la probabilita di avere un figlio malato e 0.25.

padre madre

Oom Oe

——

figi OO 0@ O m@®

CONCEZIONE FREQUENTISTA
DELLA PROBABILITA

La probabilitd di un evento A é la frequenza relativa di
successo (occorrenza di A) in una serie di prove tendente
all'infinito , ripetute sotto identiche condizioni:

-

n




Nel caso della concezione frequentista la probabilita viene assegnata
sulla base dei risultati di un esperimento ripetuto molte volte (es. 1) nelle
stesse condizioni o sulla base di situazioni che possono essere ricondotte a
tale contesto concettuale (ad esempio: utilizzo di statistiche correnti, es. 2).

Esempio 1:
Frequenza
dell’evento testa in
una successione di
lanci di una
moneta.

3
Frequenza relativa dell’evento testa

Frequenza relativa

! 2 SR 510,72 520 s0 100 400
Numero di lanci
i  dell’e i i di lanci di una moneta; scala
Fig. 2. Frequenza dellevento testa in una successione i : a
loga:i(miu per il numero di lanci (da Cramer, 1946, per concessione dell'autore degli
editori). - . s 3

Numero di lanci
Esempio 2:

Prob. che un bambino italiano  numero nati morti nel 2000
nasca morto nel 2000 =

numero nati nel 2000

|sésm

ESEMPIO: QUAL E LA PROBABILITA CHE UN NEONATO SIA FEMMINA?

gravidanza

<O\

maschio femmina

1su?2=>50%

(definizione CLASSICA
di probabilita)

Perd nel mondo, in assenza di interventi dell'uomo
(aborti o infanticidi selettivi omessa denuncia)
nascono 1057 maschi ogni 1000 femmine.

1000 / (1000+1057) = 48,6%

/

(definizione FREQUENTISTA di probabilita)




TEORIA ASSIOMATICA
DELLA PROBABILITA’
Qualsiasi sia la definizione di probabilita, per probabilita (P)

si intende una funzione a valori reali definita sullo spazio
campionario S che soddisfa i seguenti assiomi:

1) per qualsiasi evento A(] S,sihache: |[0<P(A) <1

in particolare: P(A) =1 se A e l'evento certo
P(A) = 0 se A é I'evento impossibile

2) | P(S) =1

3)se {A;, A, ..., A, ...} sono una sequenza finita o infinita
di eventi mutuamente esclusivi (o disgiunti) di S, allora

PA,OA,O...0AD0..)=PA)+PA,)+...+PA)+ ...

Il modo piu elementare per assegnare una funzione di probabilita
allo spazio campionario S & quello di assegnare una probabilita
ad ogni elemento di S

= la probabilita corrispondente ad un
qualsiasi evento composto A sara definita
come somma delle probabilitd degli eventi
elementari contenuti in A (assioma 3).




Esempio: Si consideri lo spazio campionario S associato al lancio
di una moneta per due volte consecutive. In base alla definizione
classica di probabilita, possiamo attribuire ad ogni punto
dello spazio campionario S una probabilita P = 1/4 = 0.25.

SPAZIO CAMPIONARIO FUNZIONE DI PROBABILITA
11° lancio P
(cn (T 1.00 +
T ° °
0.75 + — —
C o o 0.50 + T T
(C,C) (T.C 0251 ¢ l (C,T):. (T,T)
' : (C,C) (10
C T 1° lancio )
C T 1° lancio

Probabilita di ottenere almeno una testa
P{(T.C) O (C,T) O (T,T)}
P(T,.C) + P(C,T) + P(T,T) = 0.25+0.25+0.25 = 0.75

|sésm

MAZZO DI 52 CARTE

ESERCIZIO:

1. calcolare la probabilita di estrarre I'asso di cu ori

1/52 =0.02 i

2. calcolare la probabilita di estrarre una cartaro __ssa

26/52=0.5

3. calcolare la probabilita di estrarre una figura
12/52=0.23

4. calcolare la probabilita di estrarre un re

4/52=0.08

|sésm
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REGOLE DEL CALCOLO
DELLA PROBABILITA

Il calcolo della probabilita & estremamente utile per stabilire sia la probabilita

associata ad un evento, sia la probabilita associata ad un insieme di eventi.

REGOLA DELL'ADDIZIONE

Se A e B sono due eventi in S tali che A n B # O (eventi non disgiunti

P(AOB)=P(A) + P(B) - P(An B)
AnB

):

REGOLA DELL'ADDIZIONE

Se A e B sono due eventi in S tali che An B =0 (eventi disgiunti ):

P(AU B) =P(A) + P(B)

D 2

11



Esercizio: calcolare la probabilita di estrarre una carta rossa o
una figura da un mazzo di 52 carte ( eventi non disgiunti )

P(cartarossa) =26 /52 =0.5

P(figura) = 12 / 52 = 0.23 P(cartarossa 0O figura)

P(carta rossa n figura) =6 /52 = 0.11 =0.5+0.23-0.11=0.62

Esercizio: calcolare la probabilita di estrarre una figura o una carta
compresa tra 3 e 6 da un mazzo di 52 carte ( eventi disgiunti )

P(figura) = 12 /52 =0.23

P(carta 3+6) = 16 / 52 = 0.31 P(figura 0 carta 3+6)
P(figura n carta 3+6) = 0 !!! =0.23+0.31=0.54
sésm

Se A & il complemento di Ain S:

P(AOA) = P(A) + P(A) = 1

P(A) =1 - P(A)

Esercizio: se la probabilita di morire nel I° anno dalla
diagnosi per un paziente affetto da tumore al polmone e
pari a 0.30, qual & la probabilita di sopravvivere al I° anno?

P(sopravvivere) =1 - 0.30 = 0.70

12



PROBABILITA CONDIZIONALE E
REGOLA DELLA MOLTIPLICAZIONE

Talvolta € molto utile conoscere la probabilita di un evento Ain
S quando si € verificato un altro evento B in S

-~ PROBABILITA" CONDIZIONALE

Esempio:
probabilita di uscita del 7 di quadri dato che € uscita una carta di quadri
probabilita di avere un tumore al polmone dato che si fuma

probabilita di avere il colera data la presenza di una gastroenterite acuta

|sésm

Se A e B sono due eventi dello spazio campionario S, si
definisce probabilitd condizionale di A dato B

P(ACB) = P(A n B) / P(B)

§

N.B.: lo spazio campionario dell'evento B diviene il nuovo spazio
campionario.

13



Dalla definizione di probabilita condizionale segue
la REGOLA DELLA MOLTIPLICAZIONE :

P(A n B) = P(B)-P(AB)
P(A n B) = P(A)-P(BLIA)

Se il verificarsi di B non condiziona la probabilita del verificarsi
di A, segue che:

P(ALB) = P(A)
e i due eventi sono detti indipendenti , ovvero:

P(A n B) = P(A)P(B)

|sésm

Esercizio:

Qual e la probabilita di estrarre senza
reimbussolamento due palline gialle da
un’'urna che contiene tre palline gialle,
due nere e una verde?

A = estraz. |2 pallina gialla - P(A) =3/6
B = estraz. I12 pallina gialla - P(BLA)=2/5

P(A n B) = P(A)*P(BCA) = (3/6)(2/5) = 1/5

Se l'estrazione fosse con reimbussolamento:

P(BCA) = P(B) = P(A) = 3/6

P(A n B) = (3/6)(3/6) = 1/4

|sésm
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STIME DI PROBABILITA'

EVENTI DI MAGGIORE INTERESSE IN AMBITO MEDICO: |

» malattia / morte (presente, M+; assente, M-)

» esposizione pregressa (presente, E+; assente, E-)

PROBABILITA DI MAGGIORE INTERESSE IN AMBITO MEDICO
(PROBABILITA' CONDIZIONALI):

> P (M+|E+)
> P (M+]|E-)

|sésm

esempio: la probabilita di morte per carcinoma polmonare tra gli
individui di sesso maschile di eta compresa trai55 e i 75 anni e:

informazione quantitativa di
+) = o
P (M+) =0.02 natura descrittiva

esempio: la probabilitd di morte per carcinoma polmonare tra gli
individui di sesso maschile di eta compresa tra i 55 e i 75 anni

fumatori / non fumatori é:

P (M+|E+) = 0.08 informazione quantitativa
sull'associazione tra
P (M+|E-) =0.01 esposizione e malattia

2
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Le probabilita condizionali e il rischio relativo richiedono
la stima delle probabilita associate agli elementi dello
SPAZIO CAMPIONARIO:

S = {M+E+, M+E-, M-E+, M-E-}

MALATTIA
% + -
®
N + | M+nE+ M-n E+
(0)]
g) - | M+n E- M-n E-
L
sé<ma
MALATTIA
= + -
®
N + | MTnE* M E*
(0))]
g - | M*nE M-nE-
L

In assenza di informazioni a priori, le probabilita associate
agli elementi dello spazio campionario possono essere
stimate tramite le frequenze con cui gli eventi elementari si
sono verificati nel campione

n(.)

n

P() =

16



Esempio: valutiamo la relazione tra allattamento
al seno (E) e insorgenza di infezioni del primo

tratto respiratorio nei primi 4 mesi dalla nascita (M) '

Indagine condotta sui nati tra il 1982 e il 1983 in una clinica
ostetrica dell’Arizona

Infezione respiratoria
4 -

(@)
So 4+ | 34 72 | 106
E o
g0
8% - | 207 238 | 445
<
241 310 551
sésna
M
+ - FREQUENZE
ASSOLUTE
34 72 | 106 :
- 207 238 | 445 f\
241 310 551
M n(.)
+ - P() = -
0.06 0.13 |0.19
E
0.38 0.3 |0.81
STIME DI
0.44 0.56 1.00 PROBABILITA
Sésm_
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Per il calcolo delle probabilita rilevanti si puo indifferentemente utilizzare la

tabella delle frequenze assolute o quella delle stime di probabilita

esempio: stimate la P(M+) nei primi 4 mesi di vita

M
+ -

+ 34 72 106

- 207 238 | 445

241 310 551

241
P(M+) = ? =0.44

P(M+) = P(M+ n E+) + P(M+ n E-) =0.06 + 0.38 = 0.44

S€SM.

M
+ -
0.06 0.13
0.38 043
0.44  0.56

0.19

0.81

1.00

M
+ -
+ | 34 72 | 106
E
- | 207 238 | 445
241 310 551
241 + 106 - 34
P(M+ O E+) =
551

S€SM.

=0.57

M
+ -
0.06 0.13
0.38 043
0.44 0.56

=0.57

esempio: stimate la P(M+ 0O E+) nei primi 4 mesi di vita

0.19

0.81

1.00

P(M+ 0O E+) = P(M+) + P(E+) —= P(M+ n E+) =0.44 + 0.19 - 0.06

18



ESERCIZIO:

stimate P(M+ | E+) e P(M+ | E-)

+ - +
+ 34 72 106 0.06 0.13 | 0.19
- - 207 238 | 445 0.38 043 | 0.81
241 310 551 0.44 056 1.00
sésm
SOLUZIONE

« P(M+ | E+) = P(M+ n E+) / P(E+) = (34/551) / (106/551) = 34 / 106 = 0.32

« P(M+ | E-) = 207 / 445 = 0.47

19



ESERCIZIO:

Nella tabella seguente & riportata la distribuzione di frequenza congiunta
del sesso e della capacita vitale forzata (FVC) in cl:

SESSO

Maschi Femmine TOTALE

FVC  [200-300] 0 5 5
(300-400] 4 27 31
(400-500] 21 13 34
(500-600] 20 1 21
(600-750] 9 0 9
TOTALE 54 46 100

S€SM.

Qual & la probabilita che un soggetto abbia un valore del’FVC > 500 cl?
Qual & la probabilita che un maschio abbia un valore dell’FVC > 500 cl?

Qual & la probabilita che un soggetto abbia un valore dellFVC > 500 cl e

sia femmina?

Qual ¢ la probabilita che un soggetto sia femmina dato che ha un valore
del’FVC < 400 cl?

S€SM.




Qual & la probabilita che un soggetto abbia un valore del’FVC > 500 cl?
P(FVC >500) = (21+9) / 100 = 0.30

Qual é la probabilita che un maschio abbia un valore del’lFVC > 500 cl?

Qual ¢ la probabilita che un soggetto abbia un valore dellFVC > 500 cl e sia

femmina?

Qual e la probabilita che un soggetto sia femmina dato che ha un valore

P(FVC > 500 O maschio) = (20+9) / 54 = 0.54

P(FVC > 500 n femmina) = (1+0) / 100 = 0.01

dellFVC < 400 cl?

S€SM.

P(femmina OFVC < 400) = (5+27) / (5+31) = 0.89

Si definisce variabile casuale (V.C.) una variabile che assume differenti
valori con definite probabilita

ESEMPI

» Esito del lancio di due dadi

VARIABILE CASUALE:

X 2

3

4

5

6

7

10

11

12

P(X) | 1/36

2/36

3/36

4/36

5/36

6/37

5/36

4/36

3/36

2/36

1/36

* Numero di aborti su n gravidanze

* Numero di incidenti stradali in un anno in Veneto

» Presenza di asma in un soggetto adulto

21



VARIABILE CASUALE DISCRETA:

V.C. che assume un numero discreto (finito o numerabile) di

valori
Funzione di probabilita f(x) f(x) = Prob (X = x)
dove f(x) & tale che: 1. 0<f(x) <1 per ogni x
2. 5, f(x) =1

Esempi: « Numero di volte che compare testa su 100 lanci di una moneta
* Numero di figli maschi su 4 nascite
e Numero di decessi in un mese in una popolazione

S€SM.

VARIABILE QUALITATIVA DICOTOMICA

| fenomeni dicotomici (X) hanno DISTRIBUZIONE BERNOULLIANA
(- MODELLO TEORICO)

Presenza della caratteristica (X = 1):

Prob(X=1)=m
PARAMETRO
(CARATTERISTICA
Assenza della caratteristica (X = 0): DELLA POPOLAZIONE):

1= probabilita (rischio)
nella popolazione

Prob(X=0)=1-1

Esempio: Presenza di asma in un soggetto adulto (20-44 anni)
residente in Italia nel 1998-2000
- p=stimadim=0.049 [fonte: studio ISAYA]

22



VARIABILE CASUALE CONTINUA:

V.C. che puo assumere infiniti valori all'interno di un intervallo [a, b]

Probabilita._ /~ -\

o definita \
2 A\
g \
5 / \
E: / \
a / N\

60 65 70 75 80 85 90

Peso (Kg)

E’ definita la probabilita di un intorno (per quanto piccolo) di x:

0<Prob(x-d<X<x+d) <1

VARIABILE CASUALE CONTINUA:

Funzione di densita di probabilita f(x)

dove f(x) e tale che: 1. f(x) = 0 per ogni x

Z.Tf (xdx=1

b
3. Prol{a< x<b) :j f (X)dx

Esempi:

- Pressione sistolica - Altezza
- Livello ematico di glucosio - Peso

23



VARIABILE QUANTITATIVA (DISTRIBUZIONE SIMMETRICA) I

Molte variabili biologiche (X) hanno DISTRIBUZIONE NORMALE o
approssimativamente normale (- MODELLO TEORICO)

_(x—u)Z}

f(x) = Lexp
o2 20°?

o = distanza
tra il punto centrale ()
e il punto di flesso

f(x) A
o B pto X
M = punto centrale
|sésm
Esempio:

. . . . . 12000
altezza di giovani maschi adulti
10000

80001

6000

Frequenza

% = 160 176 180 150 200
Altezza (cm)

Esempio:

pressione arteriosa diastolica
del sangue di scolari

Frequenza

Pressione arteriosa diastolica (mmHg)

el
ol




PARAMETRI
(CARATTERISTICHE
DELLA POPOLAZIONE):

1 = media nhella popolzione

o = dev. std. nella poplazione

f(x)

Proprieta:

« distribuzione simmetrica =——=> f(-x) =f(x)
» media (1) = moda = mediana

* Prob(p-0 < X < p+0) = 0.68

* Prob(p-1.960 < X £ p+1.960) = 0.95

L1
ol

VALORI DI NORMALITA

95%

1 1.960

p-40 p-30 p-20 p-0 |J. p+o  p+20 p+30 pt+do

2.89 7.84 mmol/L

Esempio:

| valori di normalita dellUREA sono compresi tra 2.89 e 7.84 mmol/L.

e[e&
Bl

25



densita di probabilita

Distribuzioni che differiscono per la media
(misura di posizione)

50 60 70 80 90 100

e[e&
Bl

Peso (Kg)

babilita

densita di pro

Distribuzioni che differiscono per la deviazione standard
(misura di variabilita)

26



DEVIATA NORMALE STANDARDIZZATA

La forma specifica di ogni distribuzione normale dipende dai parametri (U, 0)
= si ha un’infinita di distribuzioni al variare dip e o

= per calcolare la probabilita associata ad un qualsiasi intervallo di una V.C.
normale sara necessario integrare la specifica funzione di densita

E’ possibile ricondurre qualsiasi distribuzione normale ad un’unica distribuzione
- DEVIATA NORMALE STANDARDIZZATA

Sia X una V.C. continua distribuita normalmente: X ON(y, o)
Lavariabile Z=(X-p)/ o hadistribuzione normale
con media=0edev.std. =1: Z[N(0,1)

nsita di probabilita

De

40 50 6 70 80 90 100 110
Pesp (Kg)

densita di probabilita
P
N
!
/

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3
| S€5F deviata normale standardizzata (z)
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Tavole che danno la probabilita che Z sia = di un dato valore:

z 0 1 2 3 a 5 6 7 8 9

00 0500000 0496011 0492022 0,488033 0484047 0480061 0476078 0472097 0468119 0464144
01 0460172 0456205 0452242 0448283 0444330 0,440382 0436441 0432505 0428576 0424655
02 0420740 0416834 0,412936 0,409046 0405165 0,401294 0397432 0393580 0,389739 0385908
03 0382089 0376281 0,374484 0,370700 0366928 0,363169 0359424 0355691 0351973 0348268
04 0344578 0340003 0,337243 0,333508 0,329969 0,326355 0322758 0,319178 0315614 0312067
05 0308538 0305026 0301532 0,208056 0294598 0291160 0287740 0284339 0280957 0277595
06 0274253 0270331 0267629 0264347 0261086 0257846 0254627 0251429 0248252 0,245007
07 024194 0238852 0235762 0232695 0220650 0,226627 0223627 0220850 0217695 0,214764
08 0211855 0208870 0206108 0,03269 0,200454 0,197662 0,134834 0,192150 0,189430 0,186733
09  0,184060 0,181411 0,178786 0,176186 0,173609 0,171056 0,168528 0,166023 0,163543 0,161087

1,0 0158855 0156248 0,153864 0,151505 0,149170 0,146859 0,144572 0,142310 0,140071 0,137857
1,1 © 0135666 0133500 0,131357 0,129238 0,127143 0,125072 0,123024 0,121001 0,119000 0,117023
1,2 0115070 0113140 0,111233 0,109349 0,107488 0,105650 0,103835 0,102042 0,100273 0,098525
1,3 0096801 0095098 0093418 0,091759 0,090123 0,088508 0,086915 0,085344 0,083793 0,082264
1,4 0080757 0079270 0077804 0,076359 0,074934 0,073520 0,072145 0,070781 0,069437 068112
1,6 0066807 0065522 0064256 0,063008 0,061780 0,060571 0,059380. 0,058208 0,057053 0,055917
1,6 0054799 0053693 0052616 0,051551 0,050503 0,043471 0,048457 0,047460 0,046479 0045514
17 0044565 0,043633 0042716 0041815 0040929 0040059 0039204 0038364 0037538 0,036727
18 0035930 0,035148 0034379 0033625 0032884 0032157 0031443 0030742 0030054 0,029379
18 0028716 0,028067 0,027429 0026803 0026190 0,025588 0024998 0024419 0023852 0,023295

20 0022750 0022216 0021692 0,021178 0020675 0,20182 0,019699 0019226 0,018763 0018309
21 0017864 0017429 0017003 0,016586 0016177 0,015778 0015386 0015003 0,014629 0014262
22 0013903 0013553 0,013209 0,012874 0012545 0012224 0011911 0011604 0011304 0011011
23 0010724 0010444 0,010170 0,009903 0009642 0,09387 0,009137 0008834 0,008656 0,008424
24 0008198 0007976 0,007760 0,007549 0007344 0,07143 0,006947 0006756 0,006569 0006387
25 0006210 0006037 0,005868 0,005703 0005543 0,005386 0,005234 0,005085 0,004340 0004793
26 0004661 0004527 0,004397 0,004269 0004145 0,004025 0,003907 0,03793 0,003881 0,003573
27 0003467 0003364 0,003264 0,003167 0,003072 0,002980 0,002830 0,002803 0,002718 0,002635
28 0002555 0002477 0,002401 0,002327 0002256 0,02185 0002118 0002052 0,01988 0001926
29 0001886 0001807 0,001750 0,001695 0001641 0001589 0001538 0001483 0001441 0001395

30 0001350 0001306 0,001264 0001223 0001183 0001144 0001107 0001070 0001035 0,001001
31 0000968 0000936 0,000904 0,000874 0000845 0,000816 0000789 0000762 0000736 0,000711
32 0000687 0000664 0,000641 0,000619 0000598 0,000577 0,000557 0000538 0,000519 0,000501
33 0000483 0000467 0,000450 0,000434 0,00413 0,000404 0000390 0,00376. 0,000362 0,000350
34 0000337 0000325 0,000313 0,000302 0,00291 0000280 0000270 000260 0000251 0,000242
35 0000233 0000224 0,000216 0,000208 0,00200 0,000193 0000185 0000173 0000172 0000165
36 0000159 0000153 0,000147 0000142 0000136 0000131 0000126 0000121 0000117 0000112
37 0000108 0000104 0,000100 0,000096 0,00092 0000083 0000085 0,00082 0000078 0,000075
38 0000072 0000070 0,000067 0,000064 0000062 0,000059 0000057 0,00054 0000052 0,000050
- [% 39 0000048 0000046 0,000044 0000042 0,00041 0000039 0000037 0000035 0,000034 0,000033
ool

Prob(zZ = z)

Grassi G. McGraw-Hill: Milano, 1994.

ESERCIZIO: Qual ¢ la probabilita che Z sia =2 1.87?

z 0 1 2 3 a 5 6 7 8 9

00 0500000 0496011 0492022 0,488033 0484047 0480061 0476078 047WD97 0468119 0464144
01 0460172 0456205 0452242 0448283 0444330 0440382 0436441 043 0428576 0,424655
02 0420740 0416834 0,412936 0,409046 0405165 0,401294 0397432 03 0389739 0385908
03 0382089 0376281 0,374484 0,370700 0366928 0363169 0359424 039 0351973 0348268
04 0344578 0340003 0,337243 0,333508 0,329969 0,326355 0,322758 0,3 0315614 0,312067
05 0308538 0,305026 0301532 0,208056 0,204598 0,201160 0287740 0,2¢ 0280057 0277595
06 0274253 0270331 0267629 0264347 0261086 0257846 0254627 0,2t 0248252 0,245097
07 024194 0238852 0235762 0,232695 0220650 0,226627 0,223627 0,23 0217695 0214764
08 0211855 0208370 0206108 0,03269 0200454 0,197662 0,194894 0,1 0189430 0,186733
09  0,184060 0,181411 0,178786 0,176186 0173609 0,171056 0,168528 0,1 0,163543 0,161087

FEEEEEEEE]

1,0 0158855 0156248 0,153864 0,151505 0,149170 0,146859 0,144572 0,14B10 0,140071 0,137857
1,1 0135666 0133500 0,131357 0,129238 0,127143 0,125072 0,123024 0,12801 0,119000 0,117023
1,2 0115070 0113140 0,111233 0,109349 0,107488 0,105650 0,103835 0,10MD42 0,100273 0,098525
1,3 0096801 0095098 0093418 0,091759 0,090123 0,088508 0,086915 0,0MB44 0,083793 0,082264
1,4 0080757 0079270 0077804 0,076359 0,074934 0,073520 0,072145 0,081 0,069437 0068112
1,6 0066807 0065522 0064256 0,063008 0,061780 0,060571 0,059380. 0 0,057053 0055917
1,6 0054799 0053693 0052616 0,051551 0,050503 0,043471 0,048457 0,046479 0045514
17 0044565 0,043633 0,042716 0041815 0040929 0040059 0039204 2RaRden 037538 0,036727
18 030054 0,029379
18 0028716 0,028067 0,027429 0026803 0026190 0,025588 0,024995 D UZAATY 0023852 0,023295

20 0022750 0022216 0021692 0,021178 0020675 0,20182 0,019699 0019226 0,018763 0018309
21 0017864 0017429 0017003 0,016586 0016177 0,015778 0015386 0015003 0,014629 0014262
22 0013903 0013553 0,013209 0,012874 0012545 0012224 0011911 0011604 0011304 0011011
23 0010724 0010444 0,010170 0,009903 0009642 0,09387 0,009137 0008834 0,008656 0,008424
24 0008198 0007976 0,007760 0,007549 0007344 0,07143 0,006947 0006756 0,006569 0006387
25 0006210 0006037 0,005868 0,005703 0005543 0,005386 0,005234 0,005085 0,004340 0004793
26 0004661 0004527 0,004397 0,004269 0004145 0,004025 0,003907 0,03793 0,003881 0,003573
27 0003467 0003364 0,003264 0,003167 0,003072 0,002980 0,002830 0,002803 0,002718 0,002635
28 0002555 0002477 0,002401 0,002327 0002256 0,02185 0002118 0002052 0,01988 0001926
29 0001886 0001807 0,001750 0,001695 0001641 0001589 0001538 0001483 0001441 0001395

30 0001350 0001306 0,001264 0001223 0001183 0001144 0001107 0001070 0001035 0,001001
31 0000968 0000936 0,000904 0,000874 0000845 0,000816 0000789 0000762 0000736 0,000711
32 0000687 0000664 0,000641 0,000619 0000598 0,000577 0000557 0000538 0000519 0,000501
33 0000483 0000467 0,000450 0,000434 0,00413 0,000404 0,000390 0,00376. 0,000362 0,000350
34 0000337 0000325 0,000313 0,000302 0,00291 0000280 0000270 000260 0000251 0,000242
35 0000233 0000224 0,000216 0,000208 0,00200 0,000193 0000185 0000173 0000172 0,000165
36 0000159 0000153 0,000147 0,000142 0000136 0000131 0000126 0000121 0000117 0000112
37 0000108 0000104 0,000100 0,000096 0000092 0000088 0,00085 0,00082 0000078 0,000075
38 0000072 0000070 0,000067 0,000064 0000062 0,000059 0000057 0,000054 0000052 0,000050
[% 39 0000048 0000046 0,000044 0000042 0,00041 0000039 0000037 0000035 0,000034 0,000033
ool
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ESERCIZIO: Si assuma che tra i soggetti non diabetici il livello ematico di glucosio
a digiuno sia distribuito in maniera approssimativamente normale
con =105 mg/dl e o =9 mg/dl:

1) Qual e la probabilita che un soggetto non diabetico abbia un livello ematico
di glucosio a digiuno compreso tra 90 e 125 mg/dI?

X = livello ematico di glucosio Prob(90 < X £125)="?

Z=(X-w/o perX=90 - Z=(90-105)/9=-1.67
perX=125 - Z=(125-105)/9=2.22

Prob(90 <X <125) « Prob(-1.67 <Z<2.22)

Prob(Z <-1.67) = Prob(Z = 1.67) = 0.047
Prob(Z<2.22)=1-Prob(Z=2.22)==1-0.013=0.987

Pr(-1.67 <7 <2.22)=0.987 - 0.047 = 0.94

L1
ol

2) Qual ¢ il livello ematico di glucosio nei soggetti non diabetici a digiuno tale per cui
la probabilita di avere un valore superiore a quel livello & pari a 0.9?

Prob(Z>?)=09=1-Prob(Z<?) - Prob(Z<-1.28)=0.1

128=(X-105)/9 -  X=93.5mg/dl

3) Qual e lintervallo (centrato sulla media) di valori ematici di glucosio nei soggetti
non diabetici a digiuno per il quale la probabilita di avere un valore al suo interno
€ pari a 0.95?

Pr(?<Z<?)=095 -  Pr(-1.96<Z<1.96)=0.95

Pr(u-1.960<X < p+1.960) =0.95

Pr(105-1.96*9 < X < 105+ 1.96*9) =0.95 - X =[87.4 mg/dl, 122.6 mg/dlI]

L1
ol
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